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ABSTRACT 
Euclidean buildings are examples of hyperbolic spaces: their distance d verify the CAT(O) inequal- 
ity. This has interesting consequences for the fixed-point-set of an isometry. Moreover such a 
building I is a discrete union of facets; as a consequence one proves here that if 0 is an auto- 
morphism of I, with non empty fixed-point-set I”, there exists a constant k such that 
d(x. ux)/d(_u, I”) > k > 0, for any x in I \ I”. Some other inequalities of the same kind are also 
proved. 
Les rCsultats qui vont suivre sont lies au caractere ‘ 2 courbure negative’ de la 
mttrique d’un immeuble (essentiellement resume par la condition CAT(O) des 
geometres hyperboliques), mais aussi au caractere discret de celui-ci. Ainsi si 
on obtient une inegalitt (entre distances ou angles) qui ne peut etre ameliorte 
(car l’egalite est possible), il doit cependant Ctre possible de minorer la diffe- 
rence a l’aide de constantes liees a l’immeuble chaque fois que l’inegalite se 
trouve etre stricte. Un resultat semblable a ete Ctabli par Anne Parreau [P] de- 
puis la premiere redaction de cet article, on l’a ici utilise pour ameliorer les re- 
sultats du paragraphe 4. 
Le paragraphe 1 est consacri a fixer le type precis d’immeubles (les im- 
meubles euclidiens) que l’on va ttudier ici et a prouver certaines de leurs pro- 
prietis metriques et angulaires (caracteristiques de leur ‘courbure negative’). 
Les immeubles en question sont munis d’appartements qui sont des espaces 
euclidiens; les exemples principaux sont les immeubles affines (en particulier 
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ceux de Bruhat-Tits) et les immeubles vectoriels (qui sont des variantes des im- 
meubles-spheriques). 
Au paragraphe 2, on montre que si Q est un automorphisme d’un tel im- 
meuble I et si l’ensemble I” de ses points fixes est non vide, alors pour tout .X de 
I \ I” il existe un unique point xg de I” realisant le minimum de distance de x a 
Z” (cela decoule d’un rtsultat general plus ou moins classique) et l’angle (me- 
sure en x0) des segments geodtsiques [xg, x] et [coax] est minore par une con- 
stante qui ne depend que de Z dans le cas (generique) ou Z est essentiel. Ceci 
prouve en particulier que si un automorphisme 0 d’un immeuble-spherique es- 
sentiel Z, n’a pas de point fixe alors la distance d(x. EC) de x a ox est minoree par 
une constante (ne dependant que de Is). 
Au paragraphe 3 on introduit deux hypotheses techniques supplimentaires 
pour les immeubles considtres: elles permettent en particulier de definir un 
immeuble-sphtrique a l’infini forme des directions de demi-droites de l’im- 
meuble Z en question. On montre aussi que la reunion ID des droites de Z pa- 
ralleles a une droite donnee D de Z est un immeuble. Si Z est l’immeuble de 
Bruhat-Tits Z(G) d’un groupe reductif G sur un corps local, les immeubles ID 
ainsi construits sont les immeubles Z(S, G) associes aux centralisateurs de sous 
groupes a un parametre S de G. 
Certaines des inegalites obtenues aux paragraphes 1 et 3 ainsi qu’au debut du 
paragraphe 2 figurent deja dans [Ru2] ou [RUG]; vue la diffusion limitee de ces 
publications on les a fait figurer ici avec une demonstration. 
Au paragraphe 4 on generalise dans le cadre fixe au paragraphe 3 un resultat 
de Michael Rapoport et Thomas Zink [RZ] pour les immeubles de Bruhat-Tits. 
On consider-e deux automorphismes (T et t de Z cornmutant entre eux, stabili- 
sant Z, et tels que t induise une translation de longueur c sur D. Alors pour x 
dans Z on conjecture qu’il existe une constante c > 0 telle que: 
et on le prouve dans certains cas particuliers. Une version affaiblie de cette 
conjecture, suffisante pour prouver le resultat de Rapoport et Zink, est de- 
montree grace au resultat d’Anne Parreau [P] . 
C’est a la suite de questions de Michael Rapoport, lors d’un sejour a l’Uni- 
versite de Wuppertal, que ce travail a ete entrepris; qu’ils en soient remercies. 
I. LES IMMEUBLES DONT IL SERA QUESTION 
1.1. Immeubles combinatoires Voir [Tl],[Rn],[Bn] et [Bi] 
Dans [Tl] Jacques Tits definit un immeuble-combinutoire comme un triplet 
Z, = (S,., FC, A) d’un ensemble S,. et de deux ensembles 3c et A de parties de S, 
verifiant certains axiomes. Les elements de SC (resp. 3c,d) sont les sommets 
(resp.fucettes, appartements) de l’immeuble-combinatoire. Rappelons quelques 
proprittes: 
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(1) Une partie dune facette est une facette; tout sommet est contenu dans 
une facette. Les facettes maximales, appelees chambres, ont toutes le meme 
nombre fini d’eltments: le rang r de l’immeuble-combinatoire. 11 existe une 
unique application, appelte type, de S, dans un ensemble a r elements qui est 
bijective sur chaque chambre. 
Ainsi comme S, s’identifie d l’ensemble des facettes non vides minimales, 
l’immeuble-combinatoire st determine par le couple (Fc, A). 
(2) Les appartements ont des unions de chambres; deux chambres sont 
toujours contenues dans un meme appartement. 
(3) Une galerie de l’immeuble-combinatoire st une suite Co, Cl,. . . , C,, de 
chambres telle que pour tout i, 1 I: i 5 n, on a 1 C’_ I n C’il 2 r - 1; sa Zongueur 
est n. Elle est dite minimale si cette longueur est minimale parmi les longueurs 
de galeries de meme origine Co et de meme extr6mitk C,,. Pour toutes chambres 
C et C’ de Z, il existe toujours une galerie minimale d’origine C et extremite C’. 
Une partie n de I, qui est reunion de chambres est dite convexe si pour toutes 
chambres C et C’ contenues dans A, toute galerie minimale d’origine C et 
d’extremitt C’ est formee de chambres contenues dans A. Une partie quelcon- 
que A de I, est dite convexe si c’est une intersection de parties de Z, qui sont 
reunion de chambres et convexes. 
(4) Le groupe W(A,) des automorphismes sptciuux (c’est a dire les bijections 
conservant les facettes et le type) d’un appartement A, est simplement ransitif 
sur les chambres de A,; Le choix dune telle chambre determine un systeme de 
generateurs d’ordre 2 de ?+‘(A,) qui en fait un systeme de Coxeter. Ce systeme 
determine entierement A, et ses facettes ([T1],2.10); il ne depend pas de A, a 
isomorphisme pres, on I’appelle le groupe de Weyl W(I,.) de Ic . 
(5) Si A, et Ai sont deux appartements, alors leur intersection est convexe et 
il existe un isomorphisme special de A,. sur Ai qui fixe cette intersection. 
(6) L’immeuble-combinatoire st dit de type sphdrique si tout appartement 
contient un nombre fini de sommets, c’est a dire si le groupe de Weyl est fini. 
(7) L’immeuble-combinatoire st dit de type afine si son groupe de Weyl est 
le groupe de Weyl affine d’un systeme de racines avec le systeme de gtnerateurs 
associt a une base (Dans [Bn] on suppose de plus l’immeuble-combinatoire ir- 
rdductible c’est a dire le systeme de racines irreductible). 
(8) On dira ici (contrairement a [Bn]) que I’immeuble-combinatoire st de 
type euclidien si son groupe de Weyl est un groupe de d&placements engendre 
par des reflexions (au sens de [Bi], V§3), le systeme canonique de gtnerateurs de 
ce groupe etant forme des reflexions par rapport aux murs d’une chambre. 
Un immeuble-combinatoire de type spherique ou affine est de type euclidien. 
Nous ne parlerons ici que du type euclidien. 
(9) Le produit de deux immeubles-combinatoires Zc et I,’ a pour ensemble de 
sommets la reunion disjointe de S, et Sf, pour ensemble de facettes _Fc x 3: 
(resp. pour ensemble d’appartements A x A’) ou (G, G’) correspond a I’en- 
semble G U G’ de sommets du produit. 
Le groupe de Weyl du produit est le produit des groupes de Weyl. 
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Un produit d’immeubles-combinatoires de type spherique ou affine ou eu- 
clidien est du meme type. 
(10) Une facette F est dite de typeJini si dans un (ou tout) appartement A,. la 
contenant le fixateur I+‘(&), de F dans W(A,.) est fini; l’ensemble de ces fa- 
cettes est note FT. Une chambre, une cloison (c’est a dire une facette a r - 1 elk 
ments) sont de type fini. 
Pour un produit l’ensemble des facettes de type fini est 3 x F’. 
Si I? est de type fini (resp. affine irrkductible) on a 3 = 3C (resp. 3? \ {B}). 
1.2. Rkalisation gComCtrique 
Pour un appartement A,. d’un immeuble-combinatoire de type euclidien, il ex- 
iste par hypothese: 
(a) un espace affine euclidien A et un systeme M d’hyperplans affines ap- 
peles murs satisfaisant aux conditions de [Bi], Vg3; en particulier M est locale- 
ment fini et stable par le groupe W(M) de d&placements de A engendre par les 
reflexions (orthogonales) par rapport aux murs, 
(b) un isomorphisme de @‘(A,.) sur W(M) qui envoie les generateurs de 
W(A,.) sur les reflexions par rapport aux murs d’une chambre de (A, M). 
Cet isomorphisme est done entierement determine par le choix d’une cham- 
bre de A,. et d’une chambre de (A, M) (ainsi qu’une bijection appropriee entre 
les cloisons de ces chambres). 
Les facettes de (A, M) sont alors en correspondance bijective W-equiva- 
riante avec les facettes de type fini de A,.. L’inclusion des facettes de A,. corre- 
spond a l’inclusion des adherences des facettes correspondantes de (A, M); ces 
adherences sont parfois appelees facettes-fermies. Les chambres de A,. corre- 
spondent done aux chambres de (A, M) et les cloisons de A,. aux cloisons de 
(A! M) c’est a dire aux facettes qui sont des ouverts d’un mur. 
Les parties convexes de A,. qui sont union de facettes de type fini, corre- 
spondent aux parties convexes fermees de A qui sont union de facettes. 
On construit alors comme dans [Rul] (voir aussi [Bn], VQ3 ou [T2]) un 
espace metrique I muni d’une partition en facettes indexees par 3 et reunion 
d’appartements indexes par A qui sont tous isometriques a l’espace A ci-dessus. 
Ce triplet (I, 3, A) est un immeuble au sens de 1.3 ci-dessous. On ne detaillera 
pas plus cette construction non essentielle dans cet article, qui n’est done in- 
diquee que pour fournir beaucoup d’exemples des objets que l’on va etudier. 
On remarque que A n’est pas entierement determine par W(A,) et done A, 
puisque l’on peut multiplier A par n’importe quel espace affine euclidien (qui 
sera alors un facteur trivial). Le systeme M est dit essentiel si l’intersection des 
directions de murs est reduite a (0). Si on impose cette condition, l’apparte- 
ment A,. determine uniquement A et done l’immeuble-combinatoire 1,. de- 
termine uniquement l’immeuble I (a des equivalences de metriques pres). 
On montre dans [Bi], V53 que A peut s’ecrire comme produit d’un facteur 
trivial, d’un facteur essentiel de type spherique et de facteurs essentiels de type 
affine irreductible. 
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1.3. Immeubles gkomktriques euclidiens 
(On ne parlera plus dtsormais que de ceux-ci.) 
Un Immeuble (geometrique uclidien) est un triplet (I, F, d) (souvent abrege 
en I) form6 d’un espace metrique I (on note d sa distance), d’une partition par 
un ensemble F de facettes et d’un recouvrement par un ensemble A d’apparte- 
ments satisfaisant aux trois proprietes suivantes: 
(o) Chaque appartement A est, pour la metrique induite, un espace affine eu- 
clidien. On appelle mur de A un sous-espace affine engendre par une facette 
incluse dans A qui est un hyperplan. Ce systeme M d’hyperplans satisfait aux 
hypotheses de [Bi], V§3 resumees ci-dessus. Les facettes de _F contenues dans A 
sont les facettes de (A, M). 
(b) Deux facettes sont toujours contenues dans un meme appartement. 
(y) SiAetA’sontd eux appartements, alors leur intersection est close (c’est a 
dire convexe, fermee et reunion de facettes) dans A et A’. De plus il existe une 
isometric de A sur A ’ qui fixe leur intersection et Cchange les facettes. 
On deduit en fait de ces trois proprietes les proprietes supplementaires ui- 
vantes (voir par exemple [Bn], VI $3): 
(6) Pour toute paire (A, C) d’un appartement contenant une chambre, il existe 
une r&traction PA ,c de Z sur A qui diminue les distances et est une isometric sur 
tout appartement contenant C. 
(E) Si x et y sont deux points de I, le segment [x,~] est independant de l’appar- 
tement les contenant. On a: [x,y] = {z E Z/d(x,y) = d(x,z) + d(z,y)}. 
Si de plus m est le milieu de [x,y], on a pour tout z dans I: 
Plus generalement I verifie la condition CAT(O) qui est l’une des conditions de 
courbure negative ou nulle considtrees par les geometres hyperboliques: 
Si x, y et z sont dans I, il existe 3 points x’, y’ et z’ du plan euclidien (E, d’) 
tels que d’(x’,y’) = d(x,y), d’(.x’,z’) = d(x,z) et d’(y’,z’) = d(y,z). 11 existe 
alors 3 isometrics notees u + u’ de [x,yJ sur [x’, JJ’], de [x, z] sur [x’, z’] et de Iv, z] 
sur Iv’, z’]. La condition CAT(O) exprime que, dans ces conditions, on a: 
d’(u’, v’) 2 d(u, v) pour tous u, v dans [x,Y] U [x, ~1 U Iv, ~1 
(0 respace metrique Z est complet. 
11 est facile de voir que I determine un immeuble-combinatoire I,. Le produit 
de deux immeubles (Z,.F, A) et (r’,.F’,d’) est l’immeuble (I x I’, F x F’, 
A x A’) dont 1” immeuble-combinatoire associe est le produit des immeubles- 
combinatoires. 
On ne repttera pas ici un certain nombre de definitions vues ci-dessus dans 
un cadre seulement legerement different comme celles de: groupe de Weyl W = 
W(I) = W(A) = W(A, M), type sphbrique, type affine, essentiel, chambre, 
cloison, facette-fermte . . 
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La g6om6trie de Iest  la donn6e, fi isomStrie pros, du couple (A, M)  form6 de 
l'un de ses appartements et de son syst6me de murs; ceci est bien d+fini grfice fi 
(¢/) et (7). 
Une demi-droite A (resp. une droite) D de I est une partie d'un appartement 
qui dans cet espace affine (donc dans tout autre appartement qui la contient) se 
trouve atre une demi-droite (resp. une droite). 
Une partie de Ies t  convexe si chaque fois qu'elle contient deux points elle 
contient le segment qui les joint. L'enclos d'une partie d'appartement est la plus 
petite partie close de cet appartement la contenant; d'aprSs (7) elle ne d6pend 
pas du choix de cet appartement. 
Un automorphisme d  Ies t  une isomStrie de I qui permute les facettes et les 
appartements, on note Aut(I) le groupe de ces automorphismes. 
L'espace vectoriel euclidien Fa intersection des directions des tours d'un ap- 
partement A est aussi la direction des facettes de dimension minimale de cet 
appartement. D'apr~s (/3) et (7) il est en fait ind~pendant de Aet  donc not~ F0. 
Cet espace vectoriel agissant par translation est un groupe d'automorphismes 
de I qui stabilise toutes les facettes et tousles appartements. Le quotient Ie de I 
par F0 est un immeuble ssentiel (l'essentialis6 de I)  de m~me immeuble-com- 
binatoire que I. On peut 6crire I comme le produit F0 x Ie (d+composition r- 
thogonale pour la m6trique), mais pas de mani6re canonique: on choisit un 
point O de Ie t  on identifie I~ fi l'ensemble des y dans I tels que [O, y] soit or- 
thogonal fi F0 (dans un/tout appartement contenant x et y). 
1.4. lmmeubles de type sph~rique 
C'est le cas or5 West fini. Cela ~quivaut fi dire que le syst~me de murs d'un ap- 
partement A est fini et alors tous ces tours contiennent un m~me point O. 
Les facettes de A sont alors des c6nes de sommet O. Ainsi O est commun fi 
tousles appartements de I: les appartements sont des espaces vectoriels eu- 
clidiens tous de m~me origine O; on dit aussi que ces immeubles ont vectoriels 
(pour ~tre precis dans le cas inessentiel, l'immeuble vectoriel est le couple  
(I, O)). 
La facette F0 contenant O est l'espace vectoriel de 1.3 contenu dans toutes les 
autres facettes-ferm+es. La d6composition I = F0 x Ie associ6e au choix du 
point O est canonique: elle est invariante par tout automorphisme vectoriel 
(c'est fi dire fixant O) de I. 
Consid6rons l'immeuble-sph6rique I~ = {x E I /d (O ,x  = 1}, cet espace est 
r6union d'appartements (index6s par .4) qui sont des sph6res et de facettes (in- 
dex6es par ~- \ {F0}). Si Ies t  essentiel les facettes de I, sont des complexes 
simpliciaux: I~ est un immeuble-sph6rique au sens classique. On retrouve fa- 
cilement I fi partir de I~: 
I = {O} II Lx]0, oc[ avec une structure facile a construire ([Rul]). 
Les immeubles-sph~riques fournissent donc le premier exemple important 
d'immeuble (g+om6trique euclidien). 
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Sur un immeuble-sphtrique cohabitent deux metriques Cquivalentes: la me- 
trique euclidienne d (bornee par 2) induite par celle de Z et la metrique gt!od& 
sique 8 (bornee par rr) qui est en fait un angle (en radians). 
1.5. Immeubles de Bruhat-Tits 
Les immeubles discrets construits par Francois Bruhat et Jacques Tits dans‘ 
[BTl] sont des immeubles (geometriques euclidiens) de type affine et essentiels. 
Ce sont des complexes polysimpliciaux c’est a dire que les facettes sont des 
produits de simplexes (comme par exemple des car&). 
Ces immeubles sont en general associts a un groupe semi-simple 6 sur un 
corps local; les appartements correspondent aux sous-tores deploy& maxi- 
maux de 6. 
Si on considere un groupe reductif 6 sur un corps local il est avantageux 
[Ru2] de considerer l’immeuble inessentiel produit de l’immeuble du groupe 
semi-simple derive 6’ et d’un espace vectoriel associe au centre de 6. 
On obtient ainsi le second exemple important d’immeuble (geometrique eu- 
clidien). 
1.6. Germes de segment: [Ru2] ou [Ru5] 
Si x et y sont deux points differents de l’immeuble I, on appelle germe en x du 
segment [x, y] et on note [x, y) le filtre des parties de Z qui contiennent un seg- 
ment [x, z] pour z dans lx, y] = [x, y] \ {x}. 0 n d ira en fait que les parties de Z 
verifiant cette condition contiennent [x, y). 
Tout germe de segment est contenu dans une facette-fermee t done deux 
germes de segment sont contenus dans un m&me appartement. On peut ainsi 
dtfinir Z’ungle de deux germes de segment: ([x, y), [x’, y ‘)) E [0, rr]; il ne depend 
pas de l’appartement contenant les deux germes. 
Cette notion de germe de segment permet en fait de faire marcher les rai- 
sonnements de cet article pour les immeubles non discrets de Bruhat-Tits ( qui 
verifient les proprietes p, y, 6, E de 1.3 ainsi que cx pour un systeme d’hyperplans 
plus general) pourvu qu’ils soient complets (0 ce qui est le cas si le corps K est 
maximalement complet pour une valuation reelle non discrete, cf. [RUG]. 
1.7. lhoile d’un point 
Pour un point x de l’immeuble I, on considere la relation d’equivalence sur I: 
Y N Y’ e (x = Y = Y’) ou (d&y) = 4x,/) # 0 et [x,Y) = ix,/)) 
On note xX(y) = V la classe de y . 
L’ensemble quotient est I’ktoile de Z en x: I(x) = Et,(Z) = Z/ N. C’est un 
immeuble vectoriel d’origine 0 = X. L’ensemble 7’, de ses facettes est en 
bijection avec l’ensemble .T, des facettes de Z contenant x dans leur adherence. 
Si F E 3;, la facette correspondante est F, = {v E Z/y = x E F ou [x, y)\ 
{x} c F}/ -. L’ensemble A, de ses appartements est un quotient de l’ensemble 
.Ax des appartements de I contenant x. Si A E .A~, l'appartement corre- 
spondant de l'&oile est/ ix = {y E I / y  = x ou Ix, y) c A} /~;  par le choix de 
son origine O = Yc, l'appartement Ax s'identifie fi l'espace vectoriel euclidien des 
vecteurs de l'espace affine Ax. 
La distance sur Etx(I) est donn6e par d(O, j )  = d(x,y) et pour y ,y '  ¢ x 
d(p, ~') 2 = d(x, y) 2 + d(x, y') 2 _ 2d(x, y)d(x, y') cos([x, y), Ix, y')). 
L'immeuble-sph6rique Eta(I) = P(x)  s'identifie 6videmment fi l'ensemble des 
germes de segment d'origine x; la m6trique g60d6sique est l'angle de ceux-ci. 
Classiquement l'6toile de I en x d6signe dans [Yl] le couple Eta(I) = (~,  4.,.) 
qui est un immeuble-combinatoire de type sph6rique; on en d6duit facilement 
les assertions pr6c+dentes. Dans [Bn] l'6toile de I en x est le sous espace m~- 
trique Et~.°P(I) de I r6union des facettes fermbes de )rx; c'est un voisinage de x 
qui s'envoie par l'application quotient 7rx isom&riquement sur un voisinage de 
l'origine clans Etx(l). 
I1 faut voir Etx(I) comme l'espace tangent fi I en x. 
Proposition 1.8 [Ru5]. La projection 7rx diminue les d&tances," c'est une iso- 
mOtrie sur tout appartement de ,Ax . 
Dkmonstration: II est clair que 7rx est une isom&rie sur tout appartement 
contenant x. On en d~duit que pour y, z E I, d(~, ~) <_ d(y, z) en recouvrant 
Ix, y] par des facettes (contenues donc dans un m6me appartement que x). 
Corollaire 1.9. Si ([x, y), {x, z)) = 7r, alors  x E z], aut rement  dit  z] = x] U 
Ix, :] 
Dbmonstration: En effet alors d(y, z) >_ d(y, 2) = d(x,y) + d(x, z) >_ d(y, z). 
Proposition 1.10: [Ru2] ou [Ru5] 
Soient x, y, z, t quatre points deux 3 deux distincts de 17mmeuble L alors: 
([x,y),[x,z)) + ([x,z),{x,t)) >_ ([x,y),[x,t)) = 0 
S'il y a dgafitd alors il ex&te un appartement contenant ces trois germes de segment 
Si de plus 0 < 7r, tout appartement contenant [x,y) et Ix, t) contient [x, z). 
Dbmonstration: Notons 01 = ([x,y), Ix, z)) et 02 = ([x,z), [x, t)). On peut sup- 
poser d(x,y) = d(x,z) = d(x,t)  ¢ 0,01 +02 _< 7r et x,y,z(resp, x , z , t ;x ,y , t )  
dans un m6me appartement A1 (resp. A2; A). 
(1) Supposons 01 + 02 < 7r. Alors l'&ude du cas euclidien montre qu'il existe 
z' c Ix, z] tel que: 
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d(x, z’)(sin 01 + sin 0,) = d(x, y) sin(8t + 132) 
et d(y, z’) + d(z’, t) = 2d(x,y) sin?. 
On a alors 
2d(x,y) sin (z) = d(y, t) I 2d(x,y) sin?; done 13 < 01 + 02. 
Et s’il y a egalitt on a d(y, t) = d(y,z’) f d(z’, t) ainsi z’ E [y, t] c A; les 
germes de segment [x, y), [x, t) et [x, z) sont dans le meme appartement A. 
(2) Si 81 + O2 = n on a 19 5 0t + 02. Supposons de plus 0 = n. Dans l’appar- 
tement AZ on considere un segment [t, t’] parallele i [x, z] et de meme sens et 
suffisamment court pour que y et [t, t’] soient dans un mCme appartement. Cet 
appartement contiendra automatiquement x (Corollaire 1.9) et on peut done 
supposer que c’est A . 
Notons z’ le point de [x, z] a distance d( t, t’)/2 de x. 
Alors 
~(Y,z’)~ = d(x,y)‘+$d(t,r’)‘-d(x,y)d(f,t’)cost$ (dans A,) 
d(y, t’) 2 = 4d(x,y) 2 + d(t, t’) 2 - 4d(x,y)d(t, t’) cos 8, (dans A) 
d(z’, t’)2 = d(x,~)~ +$d(t, t’)2 - d(x,y)d(t, t’)cos6$ (dans A2) 
Done 
d(y, z’) = d(z’, t’) = $d(y, t’) et z’ E Iy, t’] c A. 
Les germes de segment [x, y), [x, t) et [ x z sont dans le mime appartement A. , ) 
1.11 Dkfaut d’un triangle [Ru2] ou [RUG]: Soient x,y,z trois points distiricts 
de I. On note x l’angle ([x,y), [x, z)), de meme y = (Iv, z), Iv, x)) et z^ = 
([Z,.~), ky)). 0 n note X la longueur d(y, z) et de mime Y = d(x,z) et 2 = 
d(x, Y). 
L’angle def(x, y, z) = K - x - y - i est le d$zut du triangle (x, y, z). 
Proposition. (a) Le dkfaut CY = def (x, y, z) est positifou nul. 
(b) Y2+Z2-2YZcosx<12< Y2+Z2-2YZcos(f+o) 
Remarques 
(1) Ceci est une propriete suppltmentaire de ‘courbure negative’ des im- 
meubles. 
(2) Si le triangle (x, y, z) est contenu dans un appartement alors son defaut 
est nut. La reciproque est sans doute toujours vraie: voir [Ru2] ou [Ru5] pour le 
cas des immeubles de Bruhat-Tits d’une don&e radicielle valuee; comparer 
aussi (b) et [BTl], 2.8.1. 
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D6monstrution: La premike inkgaliti: de (b) rksulte de 1.8. D’aprZs cette in- 
(-galit& 1 est infkrieur i la valeur A’ calculke dans un espace euclidien $ partir de 
X, Y et Z (par la formule X2 = Y2 + Z2 - 2YZcos(.?‘)). De mime j < 3’. 
9 5 5’ et .%+j+5< ,?‘+j’+:’ = 7r, d’oti a). De plus 1’ 5 .? + cy, d’oti la sec- 
onde inttgalitk de b). 
1.12. Divergence des demi-droites 
Soient A, 0’ deux demi-droites d’origines U, U’ et v, v’ des points de A, A’. On 
suppose les 4 points u,u’, v, v’ diffkrents et on considkre les angles ti = 
([u, u’), [u, v)), C’ = ([u’, u), [ u’, v’)), v^ = ([v, v’), [v, t)) et v^’ = ([v’, v), [v’, t’)), 
pourt E A\ [u,v]ett’ E A’\[u’,v’]. 
Proposition. v^ + i’ > ti + li’ 
D&monstration : En subdivisant les segments [u, v] et [u’, v’] on se ramkne au cas 
oh ces 4 points (mais pas t, t’) sont dans un mime appartement. Alors li + zi’ = 
27r- ([v,u),([v,v’)) - ([v’,u’),[v’,v)) 5 v^+v^‘,d’apr& 1.10. 
2. PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMI? 
Proposition 2.1. Soit C un convexe fermi non vide de I’immeuble I. 
(a) Pour tout x de I, if existe un unique point x0 = TC(X) de C qui rtalise le 
minimum de distance de x Li C . 
(b) La projection TC de I sur C est continue et mCme contractante. 
(c) Pour tout x de I et tout y de C, y # x0. on a ([x0,x), [x0, y)) 2 7r/2. 
(d) Soient x E Zet z E C tefsque ([z,x), [z,y)) > r/2pour tout y E C \ {z} 
alors z = x0 
Remarques. La propriktk (a) et la premikre partie de (b) sont bien connues dans 
un espace CAT(O) complet. 
D’aprks cette propriktir (a), dans un immeuble vectoriel I une partie convexe 
fermCe C ne contenant pas 0 a un unique point qui rkalise le minimum de dis- 
tance de 0 i C. Ce point est invariant par toute isomktrie vectorielle de I sta- 
bilisant C. C’est la situation que l’on rencontre en thkorie des invariants ([Rul], 
[RUG]): il suffit d’appliquer le risultat ci-dessus en prenant pour C l’ensemble H 
de [Ru3] 2.22. On obtient ainsi une dkmonstration du critke d’instabilitk de 
David Mumford sur les corps non algtbriquement clos, voir [M] appendice au 
chapitre 2. Cette dkmonstration est plus proche de celle de Georg Kempf [K] 
que celle de [Ru3] qui utilise le lemme de point fixe de Bruhat et Tits. 
Dgmonstration: 
(a) Soit d = d(x, C) le minimum de distance de x i C. D’aprk l’inkgaliti: de 
1.3~, si y et I E C vkrifient d(x, y) 5 d + E et d(x, z) 5 d + E, comme le milieu m 
de [x. y] est dans C done vtrifie d(x, m) > d, on a d( y, z) 2 5 4( (d + E) 2 - d’) = 
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4(c2 + 2~d). Ceci prouve l’unicite de x0 (pour E = 0) et son existence (grace a 
une limite de suite de Cauchy). 
(b) Soient x,y E I et x0, ~0 leurs projetes sur C. En appliquant l’inegalite 
1.3~ a x0, ~0, x et le milieu m de [xo,yo] (qui est done dans C), on a: 
4x, x0) 2 + d(x,y0) 2 2 2d(x, m) 2 + id(x0,yo) 2 




d(xo,yo)2 584 x, x0)4x, Y) + 84x, Y) 2 
d’od la continuite de TC. 
Pour montrer que d(xo, yo) 5 d(x, y), par additivite des distances sur le seg- 
ment [x, y], compacite de ce segment et continuite de la projection, on se ra- 
mene au cas oti x et y sont assez proches et xo,yo assez proches. Plus precise- 
ment I’expression ‘assez proche’.signifie que ces points sont dans une mime 
facette-fermee; c’est bien une notion topologique car la reunion des facettes 
fermtes contenant un point est un voisinage de ce point. 
Ainsi on peut supposer que x, y, x0 et ~0 sont dans un appartement A; de plus 
x0 (resp. ~0) est la projection de x (resp. y) sur le segment [xo,yo] qui est dans 
A fl C. On est done ramene a un probleme dans un espace euclidien qui est 
clair. 
(c) Quitte a rapprocher y de x0 sur [x0, y] on peut supposer que x, x0 et y sont 
dans un meme appartement A. Comme x0 est le point de [x0, y] c A n C le plus 
proche de x, il est clair que I’angle indique est obtus. 
La reciproque (d) est Claire d’apres 1.11 b. 
2.2. Considerons un immeuble-spherique I, muni de sa distance geodesique d. 
Plus precisement Z, est l’immeuble-spherique associe a un immeuble vectoriel I; 
en particulier un immeuble-spherique au sens classique convient. 
Soit 0 un Clement du groupe Aut(ZJ des automorphismes de J,, c’est a dire 
une isometric de 1, qui respecte les ensembles de facettes et appartements; 0 se 
prolonge en un automorphisme vectoriel de I. 
Proposition. Si l’ensemble !p des points jxes de c est vide, alors il existe une 
constante 8 > 0 telle que: 8(x, ax) 2 epour tout x de L. 
Remarques. (1) Si g est d’ordre 2, alors 8 = T. En effet si 8(x, ox) < T, le milieu 
m de [x, UX] dans I’immeuble I est fixe par G et different de 0; le point [0, m) est 
alors dans !T”. 
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(2) Si l ' immeuble I estfini (i.e. ,,4 ou 5 t" fini) un argument topologique simple 
donne le r6sultat: ~r est continu et 0 = inf(0(x, crx)) est atteint sur le compact L, 
donc 0 > 0. 
(3) Supposons cr d'ordre net  posons 0 = 7r/n. Si O(x, ax) < 0, alors tousles 
points de O = {~ri)¢/i E 2~} sont deux ~ deux A distance g~od6sique strictement 
inf6rieure fi 7r/2; la conjecture de Tits est alors v6rifi~e pour l'enveloppe convexe 
de O dans L et cr a donc un point fixe dans celle-ci ( [Rul], 3.5). 
On a donc d~montr6 la proposition dans ce cas avec ce 0. 
(4) Si l ' immeuble st essentiel on va trouver un nombre 0 indkpendant de cr et 
m6me ne d6pendant que de la g6om6trie de I~. En fair sans supposer I~7 vide on 
va trouver 0 > 0 tel que pour tout point x v6rifiant O(x, crx) < 0 l'adh6rence de 
la facette de L contenant x rencontre I 7. 
Dbmonstration 
l~crivons I = F0 x Ie comme en 1.4, cette d6composition est stable par 
Aut(L) et orthogonale. I1 suffit donc de d6montrer la proposition s6par6ment 
dans chaque facteur. Le cas de F0 est clair d'apr+s la remarque 2, on peut donc 
maintenant supposer I essentiel. 
Appelons facette-barycentrique de Is un simplexe obtenu par d6composition 
barycentrique d'une facette de Is. Cette d6composition en facettes-barycen- 
triques est stable par Aut(Is) et si une telle facette-barycentrique est stable par 
~r E Aut(I~) alors elle est fixe point par point par ce cr. 
Si N est la dimension des sph+res que sont les appartements de Is, on va 
construire une suite (10, E0, 00), . . . ,  (IN, EN, ON) Off les li, Ei sont des sous-en- 
sembles de Let  les 0i des nombres r6els strictement positifs. 
I0 est la r6union des facettes-barycentriques de dimension 0, il est stable par 
Aut(Is) et en fair ferm& 
On d6finit 30o comme l'inf de O(x,y) pour (x, y E I0 et x ¢ y) ou (x E I0 et y 
n'est pas dans une facette-barycentrique d'adh6rence contenant x). Ce nombre 
est strictement positif et ne d6pend que de la g6om6trie de Is, car cela se voit 
dans un appartement. 
Eo = {x E I /3y E Io O(x,y) < 00} est la r~union des boules ouvertes de cen- 
tre dans I0 et de rayon 00; il est donc ouvert et stable par Aut(Is). 
S ix E E0 et si O(x, ox) < 00, alors l'unique sommet y E I0 A distance moins de 
00 de x est ~t distance moins de 30o du sommet cry E I0, donc y = cry. De plus y 
est dans l'adh6rence de la facette-barycentrique contenant x. 
Supposons construits Io, Eo, 0o,. • •, li, Ei, Oi avec i < N. 
li+ l est la r6union des facettes-barycentriques d  dimension i + 1 priv6e de 
E0,. •., Ei; il est stable par Aut(L) et en fait ferm6. 
On d6finit 30i+l comme l'inf de O(x,y) pour (x,y E Ii+l et x,y dans des fac- 
ettes barycentriques distinctes) ou (x E l i+ 1 et y n'est pas dans une facette-bar- 
ycentrique d'adh+rence contenant x). Ce nombre est strictement positif et ne 
d6pend que de la g6om6trie de Is car cela se voit dans un appartement. 
Ei+ 1 = {x E I /~y E l i+l O(x,y)  < 0i+l } \ (E0 O. . .  U El) est stable par 
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Aut(Z,); E,., u . . . u Ei+ 1 est ouvert et contient toutes les facettes-barycentriques 
de dimension au moins i + 1. 
Si Xf Ei+l et si a(x,~x) < Bj+i, alors il existe une unique facette-barycen- 
trique F de dimension i + I rencontrant Zj+ 1 et a distance moins de Bi+ 1 de x; 
la distance de F $ aF est alors moins de 38i+ i. Done F = OF et la facette- 
barycentrique F est fixe point par point par (T. De plus cette facette est contenue 
dans l’adherence de la facette-barycentrique contenant x. 
Comme Z, est reunion disjointe de Eo, Et,. . . , EN, si on pose 
8 = inf{50,8i, . . , &}, on voit que pour x dans Z., si 8(x, ax) < 8, alors I’adhe- 
rence de la facette-barycentrique contenant x rencontre Z,. 
Proposition 2.3. Soient I un immeuble et (r un aut5m5rp~i~me d Z tels que 
I” # 0. 
(a) I” est un canvexe fermP de I. 
(b) II existe t3 > 0 tel quepour tout x E I \ ia, si on note x0 lepoint de I (r leplus 
pro&e de x, alors: ([x0, x) , [xo, cm)) 2 19. 
(c) Pour xdans I : d(x, crx) > 2d(x, Z”)~in(~/Z). 
Remarques. (1) Si Z est un immeuble vectoriel et si Z” = {O}, cette proposition 
est tquivalente i la precedente. 
(2) Ceci s’applique en particulier si Z est l’immeuble de Bruhat-Tits d’un 
groupe reductif G sur un corps local K et si K est une extension galoisienne non 
ramifite d’un corps local k sur lequel G est defini. Le groupe de Galois de K/k 
est alors cyclique engendre par un element de Frobenius cr et done I” est l’im- 
meuble de Bruhat-Tits de Q sur k canoniquement plonge dans Z : [BT2] ou 
[RUG]. 
(3) Si c est d’ordre 2, il est clair que x0 est le milieu du segment [x, (TX] et on 
peut done prendre 0 = K : d(x, ax) = 2d(x, I”). 
(4) Si Z est essentiel on va demontrer la proposition avec un 0 ne dependant 
que de la geometric de Z (en particulier pas de (T ni de Z”); cela equivaut au re- 
sultat d’Anne Parreau [P] dans le cas 06 c a un point fixe. 
D&monstration: Comme c est une isometric, l’assertion a) est Claire (cf 1.3~). De 
meme (c) rksulte aussitot de (b) et de l.llb. 
Pour montrer (b) on decompose Z en produit par le choix d’une origine 
0 E I”. Alors faction de 0 sur Z est le produit d’une action sur FO et d’une ac- 
tion sur I,. 11 suffit done de demontrer la proposition separement dans chaque 
facteur. Le cas de Fo est clair d’apres la Remarque 2.2.2 appliquee a I’orthogo- 
nal de (Fo)~ dans Fo. On peut done maintenant supposer Z essentiel. 
On consider-e un point x0 de I”, la projection 71 de Z sur I” et l’etoile-sphe- 
rique Et~:O (I) de Z en x0 avec sa distance gtodtsique d. 
Soit y E I, 4’ # x0 tel que [xo,~) = [x0, a~)), les segments [x0, y] et [x0, fl_y] ont 
une partie commune 1x0, z] avec z # x0. Ainsi Et&(Z)a est l’ensemble des [XO, z) 
avec 2 E I” \ (x0). 
On introduit dans Z la subdivision barycentrique des facettes, ainsi I” est 
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reunion de telles facettes-barycentriques. Dans Et.&(Z) on appelle facettes de 
second type l’image par la projection r.Y,d’une facette-barycentrique de Z dont 
l’adherence contient x0. Ainsi Et&(Z)” est reunion de facettes de second type. 
En particulier la facette de second type F’ de Et,,(Z) contenant 0 = X0 est en- 
tierement fixe par 0. 
Notons Ett(,(Z)“, = {< E Et_&(Z)/a(<, n) > 7r/2 V~Z E Et:“(Z)“}; il est clair que 
0 stabilise cet ensemble sans y avoir de point fixe. D’apres 2.1, on a Et&(Z)? = 
{[x0, X)/X E T-’ (x0) x # x0) et il s’agit done de montrer un rtsultat analogue a 
la Proposition 2.2 pour Et&(Z):. 
Quitte a remplacer Et:“(Z) par (F’), = {x E Et{0 (I)/[&, X] IF’} qui contient 
Et:,(Z)“,, on peut supposer que F’ = (X0). Alors les facettes de second type 
minimales de Et:,,(Z) sont reduites a des points que l’on appellera sommets. 
Dans un appartement de Et:“(Z) on considere tous les hyperplans orthogo- 
naux a ces sommets, et on appelle facettes du troisieme type les facettes que ces 
hyperplans decoupent dans les facettes du second type. 11 y en a un nombre fini 
dans l’appartement. 
Ces facettes du troisieme type sont permutees entre elles par l’action sur 
Et:“(Z) des automorphismes de Z fixant I”. On peut done repeter la demon- 
stration de la Proposition 2.2 pour Et_:,,(Z) et les facettes du troisieme type pour 
trouver la constante 19 > 0. 
Si y E Et:” (I) verifie d(y, oy) < 0, alors l’adhtrence de la facette du troisieme 
type contenant y rencontre Et&(Z)“. Mais il est clair que Et:,, (I): est reunion de 
facettes du troisieme type fermees et on a vu que u n’y a pas de point fixe; done 
a(y, cy) > 0 pour tout y dans EtzO (I):. 
11 reste a voir que, quitte a la diminuer, la constante 0 ne depend que de la 
geometric de I. Par construction elle ne depend que de la facette-barycentrique 
F contenant x0 (dont l’image dans Et.:, (I) est F’) et il n’y a qu’un nombre fini de 
telles facettes modulo le groupe de Weyl; d’ou le resultat. 
3. HYPOTHhES SUPPLbMENTAIRES SUR L’IMMEUBLE. 
On considere toujours un immeuble (geometrique euclidien) I. 
3.1. Cheminkes: [RUG], [Ru5] 
Une cheminde de Z est l’enclos Cn,s de la reunion d’un segment S et dune demi- 
droite A de mdme origine et sit&s dans un mime appartement. Par convexite et 
fermeture, elle contient la demi-droite de cet appartement parallele a A et 
d’origine l’extrtmite de S. 
Si A est une demi-droite d’origine x et x’ un point de A, le raccourci A(x’) de 
la demi-droite A est la demi-droite A \ [x, x’[. 
Si A est une demi-droite d’origine x et [x,y] un segment d’un mime apparte- 
ment A, un raccourci de la cheminee C+,,,,1 est defini par un pbint x’ de A et un 
point y’ de ]x,y](y’ = x si y = x): c’est la cheminee C~(,,).[\.,,.,.,~l ou [x’,y”] est le 
segment de A translate de [x, y’] par le vecteur x’ - x. 
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Le germe dune demi-droite A (ou dune cheminke C&S ) est le filtre 6 (ou 
ca,+,.+.$ des parties de Z qui contiennent un raccourci de celle-ci. On dim que Ies 
parties de Z v~rifiant cette condition contiennent le germe. 
Remarques. (a) L’enclos d’une demi-droite est un cas particulier de cheminee. 
(b) L’enclos d’un quartier (au sens de [BTI], 7.1.4, c’est a dire d’un ‘sector’au 
sens de [Rn], 9.1 ) est l’enclos d’une demi-droite en position gPnPrule ( i.e. paral- 
lele a aucun mur). C’est done un cas particulier de cheminte et son germe est le 
germe de la cheminee. 
3.2. Hypothkses 
On considerera disormais des immeubles verifiant les deux axiomes suivants: 
(CY) Une facette et un germe de chemintte sont contenus dans un m6me ap- 
partement. 
(P) Deux germes de chemide sont contenus dans un mime appartement. 
3.3. Remarques 
(a) L’enclos d’un germe de segment Ctant une facette-fermee (et reciproque- 
ment) on peut remplacer dans (a) facette par germe de segment. Ainsi sous 
l’hypothese (a) une demi-droite et un germe de segment de m2me origine sont 
contenus dans un mime appartement (par convexite) et determinent done un 
germe de cheminee. 
(b) Ces deux hypotheses ont verifiees si Z est de type spherique, car alors un 
germe de cheminee n’est autre qu’une facette ou une facette-fermee. 
(c) Ces deux hypotheses portent en fait sur le systeme Ad’appartements. Par 
exemple si Z est l’immeuble (de type affine) d’un systime de Tits affine on mon- 
tre dans [BTIJ, 29.3 et 2.9.5 que si les cheminees ont des quartiers alors (oz) et 
(0) sont vrais en rempla~ant ‘appartement’ par ‘partie de Z isom~trique & une 
partie d’appartement’. Si le systeme d’appartements est complet (ie maximal) 
alors une telle partie est contenue dans un appartement, d’oh (cy) et (P) pour les 
quartiers, voir [Rn], 9.4 et 9.5. Ces axiomes sont lies a l’existence d’un immeuble 
(de type spherique) a l’infini de I; voir [Rn], 10.1. 
Anne Parreau [P] prouve aussi, pour les immeubles affines (tres gentraux) 
qu’elle definit, que (a) et @I) sont verifites si les cheminkes ont des quartiers. 
(d) Les immeubles des algebres de Kac-Moody affines sont des immeubles 
au sens adopt& ici mais (sauf cas dtgeneres) ils ne satisfont pas a @I) (meme 
pour les quartiers): dans le cas le plus simple de l’algebre t;Il(K[t, t-‘1) cela 
signifie que PGLz(K[t, t-l]) est transitif mais pas doublement transitif sur 
I’espace projectif iFpr (K(t)). Par contre I’axiome (cy) est toujours verifil (au 
moins pour les quartiers). 
(e) Les immeubles de Bruhat-Tits associes 5 des donntes radicielles valuees, 
par exemple ceux associits a un groupe reductif sur un corps local, satisfont aux 
axiomes (a) et (p). C’est demontre dans [BTI], 7.3.1 et 6.1.15a pour des quar- 
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tiers et en general dans [Ru2] et [RUG]. Pour passer du cas des quartiers a celui 
des cheminees il suffit de combiner les decompositions demontrees dans [BTl] 
pour le cas des quartiers a une decomposition de Bruhat ( [BTl], 7.3.4 ) du sous- 
groupe de Levi du parabolique associe a une demi-droite. 
3.4. Angles et parallblisme 
D’apris 3.2~p on peut dtfinir lbngle d’un germe de segment et d’un germe de 
demi-droite (egal a l’angle en x de ce germe de segment et de cette demi-droite si 
ceux-ci ont meme origine x) ou de deux germes de demi-droites : il suffit de 
prendre un appartement les contenant tous deux. Si l’angle est 0 ou rr (resp. 0; 
r; 7r/2) on dit que ces deux germes sont parall$les (resp. ont mSme direction; sent 
opposks; sont orthogonaux). 
Deux demi-droites ont m6me direction s’il en est ainsi de leurs germes. 
Deux droites de I sont parallt?les si elles sont contenues dans un meme ap- 
partement et y sont paralleles. 
Remarque. Le parallelisme des demi-droites, le parallelisme ou la direction 
commune (en un sens evident) des germes de segment ne sont pas des relations 
d’equivalence. Par contre le parallelisme des droites et la direction commune 
des demi-droites sont des relations d’equivalence comme on va le voir. 
Proposition 3.5 [RUG]. Soient A, A’ deux demi-droites de mime origine x, con- 
tenant des points y, y’ distincts de x. On note (A, A’), lhngle des germes des 
demi-droites A, A’ et (A, A’),Y = ([x, y), [x, y’)) l’angle ii lbrigine’de A, A’. On 
choisit -7 E A \ [x, y] et z’ E A \ [x, y’], alors: 
(A,A’), I (b,y’), Iv,?)) + (b’,y)> f,~‘?‘)) -r 5 &A’), 
Remarques. (1) L’angle a l’origine de deux demi-droites de meme origine est 
done inferieur a leur angle a l’infini. I1 n’y a pas forcement egalite comme le 
montre le cas des arbres. I1 est vraisemblable que l’egalite implique que les deux 
demi-droites sont contenues dans un mime appartement. C’est en tout cas vrai 
si l’angle a l’origine (et done aussi celui a l’infini) est X, cf 1.9 . 
(2) Deux demi-droites A, A’ de mime origine x et meme direction sont done 
confondues : sinon par convexite A n A’ est un segment [x,x’] et on obtient une 
absurdite en remplacant x par x’ dans la proposition. 
Dimonstration: Appliquons 1.12 a v = y, v’ = y’, u E]X, y] et U’ E]x’, y’] tels que 
x, [u, y) et [u’, y’) soient dans un meme appartement. Dans cet appartement on a 
zi + li’ = 7r + (A, A’),. Done v^ + 6’ 2 K + (A, A’),; d’oh la premiere inigalite. 
Appliquons maintenant 1.12 avec u = y, u’ = y’, v = z et v’ = z’ choisis de 
telle facon que les raccourcis A(Z) et A’(z’) soient dans un meme appartement 
A. On a alors n<zi+ti’=((~,y’),~,z))+(~‘,y),ly’,z’)) <c+v^’ et dans 
l’appartement A on voit que v^ + v^’ 5 7r + (A, A’), ; d’oti la seconde inegaliti. 
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Proposition 3.6. [Ru2] ou [RUG]. Deux germes de demi-droites de mt?me direc- 
tion font le mPme angle avec tout germe de segment ou de demi-droite. 
ConsCquence. La direction commune des demi-droites est une relation d’equi- 
valence. On peut done dtfinir l’ensemble Z, des directions de demi-droites. C’est 
en general (sans doute toujours) un immeuble-spherique: l’immeuble a l’infini 
de I, voir [Rn], 9.3. On peut dtfinir l’angle de deux directions de demi-droites ou 
d’une direction de demi-droite et d’un germe de segment. 
Dkmonstration: Soient A, A’ des demi-droites d’origines x, x’ contenues dans 
un m&me appartement A et y un germe de segment ou de demi-droite. D’apres 
3.2 et grace a la compacite de [x,x’] on peut, quitte a raccourcir A et A’ en 
remplacant [x,x’] par un segment parallele, trouver une subdivision x(0) = 
x,x(l),... ,x(n) = x’ de [x,x’] et des appartements A; (pour 0 I: i 5 n - 1) 
contenant y et la cheminee C&i~,~X~i)..~~i+t~~ ou A(i) est la demi-droite de A d’or- 
igine x(i) et parallele a A. Comme A; contient aussi A(i + 1) (par convexite) on 
est ramene a un probleme dans un espace euclidien et celui-ci est clair. 
Corollaire 3.7. (1) Soient D une droite d’un appartement A, et A+, A- deux 
demi-droites oppokes contenues dans D. Si un appartement A’ contient A’ et une 
demi-droite A’ de mime direction que A-, alors il contient D. 
(2) Si deux droites DI et 02 sont telles que les directions de demi-droites 
qu’elles dkterminent sont les mkmes, alors elles sont parallkles (et en particulier 
contenues dans un m&me appartement). 
ConsCquence. Le paralltlisme de droites est une relation d’equivalence qui 
equivaut a l’egalite des directions de demi-droites. Une classe de parallelisme 
de droites (encore appelee direction de droites) est une paire de directions de 
demi-droites opposees. 
Dkmonstration (1) On peut supposer A+ et A- de meme origine X. L’apparte- 
ment A’ contient une demi-droite A” de mime direction que A’ et done que A _ 
d’origine x. D’apres 3.5.2 on a A” = A-. 
(2) Considtrons dans DI (resp. 02) des demi-droites opposies 0: et D; de 
facon que 0: et 0: (resp. D; et D;) aient m&me direction. Quitte a les rac- 
courcir on peut supposer que D,+ et D; sont dans un mime appartement A. 
D’apres (1) A contient DI et D2 et il est alors clair que DI et D2 sont paralleles 
dans A , 
Proposition 3.8. (1) Soient Dune droite de I, x unpoint de D et [x, y] un segment 
non trivial. On note A, et A_ les deux demi-droites dbrigine xportkespar D. On 
a alors: 
([x,Y)> A+) + ([x,Y), A-) L n- = (A,, A-) 
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(2) ([Ru2] ou [RUG]) I1 y a kgalit6 si et seulement s’il existe un appartement 
contenant D et [x, y). 
(3) Si on se donne deplus une droite D’ parall~le & D et un segment non trivial 
[x’, y’] dbrigine x’ duns D’ et si, avec des notations hidentes, on a: 
([x,~), A+) + ([x>y)> A-) = r = ([x’,~‘), A’+) + ([x’.~‘), A’-) 
alors il existe un appartement contenant Dl, D2, [x, y) et [x’, y’). 
Ddmonstration: (1) est une reformulation de 1.10 et la partie directe de 2) est 
Claire. 
(2) Supposons la somme des angles &gale d T et considerons des apparte- 
ments A+; A_; A contenant respectivement [x, y) et A+; [x, y) et A-; le germe de 
A- et le germe de la cheminee C4+,[_,) (qui existe dans A+ ). 11 existe alors z 
dans A+, z’ dans A_ et t dans ]x,y] tels que: d(x, z) = d(x, 2’); A+ contient A+ 
et [x, t]; A- contient A- et [x, t]; A contient la raccourcie A_(z’) de A- et la 
cheminee C~_(-)J~,~I de A+ ou u est determine dans A+ par u - z = 2(t - x). Par 
convexite A contient D et aussi [x, t] d’apres les calculs de la demonstration 
1.10.2 ; d’ou le resultat. 
(3) Considerons un appartement A contenant les germes des deux chemi- 
nies determinees respectivement par A+ et [x, y); A’_ et [x’, y’). D’apres 3.7.1 A 
contient en fait DI et 02 en entier. D’oti le rtsultat d’apres la demonstration de 
l’alinea precedent. 
3.9 L’immeuble associ(! A une droite: 
Soient D une droite et d sa classe de parallelisme (c’est a dire sa direction). 
On note Ad l’ensemble des appartements de I qui contiennent une droite 
parallele a D et Id le sous-espace metrique de I reunion des appartement de -A(,. 
On appelle d-facette-fermee de Id l’enclos Fd d’une facette F d’un apparte- 
ment A E A,, et de l’une (quelconque) des droites paralleles a D de cet appar- 
tement qui rencontrent F. D’apres 3.5.2 cette d-facette-fermee ne depend que de 
F et d (pas de A). On appelle d-facette de Id l’intirieur relatif (c’est a dire dans le 
sous-espace affine engendre) d’une d-facette-fermee. L’ensemble des d-facettes 
est note Fd. 
11 est clair qu’une d-facette-fermbe est l’enclos d’un germe de segment [x, y) 
contenu dans ZJ et de la droite (unique d’apres 3.5.2) parallele d D et contenant 
X. 
Notons S+ et 6- les deux directions de demi-droites determinees par D; 
pour x dans I notons A_: et A, les demi-droites d’origine x et de direction 
respectives 6+ et S-. Alors d’apris 3.4.1 x est dans Id si et seulement si l’angle a 
l’origine des demi-droites A_: et A,X est T (et alors AT u A_; est une droite 
parallele d D : 3.7). On a de plus [x, y) c Id si et seulement si ([x, y), A,‘)+ 
([TV), A,) = r. 
Proposition 3.10. (a) Soit A E dd ; les d-facettes contenues duns A sont les,fu- 
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cettes du systPme d’hyperplans Md = (A4 E M/M parallele a d}. Le groupe Wd 
engendripar les rt!Jexions orthogonalespar rapport ri ces hyperplans est done un 
sous-groupe de W . 
(b) Zd oupluspr&isPment le triplet (zd,Fd, Ad) est un immeuble. 
(c) Id est convexe et fermi dans I. 
Remarques. (1) L’immeuble Zd nest Cvidemment pas essentiel; il est meme re- 
duit a un seul appartement et une seule facette (c’est a dire que l’essentialise st 
reduit a un point) si D est ‘en position generale’ (parallele a aucun mur). 
(2) Les d-facettes sont des reunions de facettes et elles recouvrent Zd. 
(3) Si G est un groupe reductif sur un corps local K, on peut considtrer son 
immeuble de Bruhat-Tits Z(6). Si S est un sous-tore deployi de G on peut con- 
siderer la reunion Z(S, 6) des appartements de Z(6) correspondant a des sous- 
tores deploy& maximaux contenant S; c’est l’immeuble (plonge de maniere 
adequate dans Z(6)) d u centralisateur de S dans G : [Ru2] ou [Ru5] . 
En fait Z(S, G) est un immeuble du type considere ici: S determine une ‘di- 
rection de sous-espace affine d’appartement’ de dimension la dimension de S et 
il suffit de prendre pour d une direction de droite ‘en position g&&ale’ dedans. 
Si S est de dimension 1, alors la direction de droite d determinte par S est 
telle que les droites qui ont cette direction sont les enveloppes convexes des or- 
bites de S(K) dans Zd: le groupe S(K) agit par translation sur ces droites et on 
verra en 4.3.3 une caracterisation de Zd a partir de l’action de S(K) sur I. 
Dgmonstration: La partie (a) est Claire et il est immediat de verifier que Md 
verifie les hypotheses de [Bi], V#3 puisque c’est vrai pour M . 
On a done vu l’axiome (o) des immeubles pour Zd; l’axiome (y) est clair car 
les appartements de Zd sont des appartements de I. Enfin l’axiome (/3) resulte de 
3.8.3. Done (b) est verifie. 
Le (c) resulte de ce que Zd est un immeuble pour la metrique induite par celle 
de Z et plus precisement des proprietes E et c. On peut aussi deduire la con- 
vexite directement de 3.8.3 et la fermeture du fait qu’un voisinage d’un x E Z est 
forme des facettes contenant x dans leur adherence. 
4. PROJECTION ET TRANSLATION 
4.1. La situation rencontrbe par Michael Rapoport et Thomas Zink: [RZ] 
G est un groupe reductif defini sur le corps local k. On considere une extension 
galoisienne (Cventuellement infinie) K/k non ramifiee, de groupe de Galois en- 
gendre par l’element de Frobenius 0. On considere un sous-groupe a un para- 
metre X de G defini sur k; son image est done un sous-tore deploye S de dimen- 
sion 1. On note 2 = 2(S) le centralisateur de S dans 6. 
On a done d’apres 3.10.3 des immeubles Zk(6) et Zk(S,6) (resp. Zk(G) et 
Zk(S,G) ) de G et 2 sur K (resp. k). Les groupes G(K) et Gal(K/k) =< CJ > 
agissent sur Zk(G); Zk(S, 6) est stable par 0 et 2(K). Comme l’extension est non 
ramifite de groupe de Galois engendre par 0, on peut d’apres [BT] ou [Ru2] 
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identifier Zk(g) a l’ensemble ZK(G)O des points fixes par a; cette identification 
tchange Zk(S, G’) et ZK(S, 6)“. 
Le probleme comporte Cgalement un element t E G(K) tel que, pour une 
puissance s E N non nulle convenable, on ait (ta)” = asA oti a est un Clement 
de k de valuation non nulle (en fait de valuation s). On note k(s) le corps des 
points fixes de 0”. 
11 s’agit alors de montrer que: pour une constante c > 0 il existe une con- 
stante C > 0 telle que: 
si x E ZK(G) vkrifie d(x, (ta)x) < c, alors d(x,z~~)(S,G)) 5 C 
(l’implication en sens inverse, avec d’autres constantes, est Cvidente). 
Michael Rapoport et Thomas Zink dtmontrent ce resultat d’abord pour 
G = Ge(n), puis ils se ram&rent a ce cas en plongeant ZK(G) dans ZK(Ge(n)) grace 
a un resultat d’Erasmus Landvogt [L] . 
11 est clair que l’on peut remplacer la condition d(x, (tcr)x) 5 c par 
d(x, (ta)“x) < SC et done supposer que s = 1 et t = A(a). 
L’eltment t stabilise les quatre immeubles consider&s, commute avec cr et in- 
duit sur ZK(S, G) done aussi sur Zk(S, G) une translation. 
4.2. La situation abstraite que l’on va considkrer 
On se donne un immeuble Z (vtrifiant les hypotheses de 3.2), deux auto- 
morphismes g et t de Z et une direction de droite d dans I. On suppose que: 
(CX) g et t commutent, 
(p) D et t fixent la direction de droite d et done stabilisent l’immeuble Zd, 
(y) l’ensemble Zj’ des points fixes de (T dans Zd est non vide, 
(6) t induit sur chaque droite de direction dune translation, 
(E) si test l’identite sur Id, on suppose qu’il l’est aussi sur I. 
Remarques. (1) Les vecteurs de la translation t sur deux droites de direction d 
sont canoniquement isomorphes puisque t est une isometric et qu’il existe un 
appartement contenant ces deux droites. En particulier on note E la longueur 
de ce vecteur; ainsi pour x dans Zd on a d(x, tx) = &. 
(2) Les ensembles Zd, I” et Zz sont convexes fermes dans I, mais on ne sup- 
pose pas forcement que les deux derniers sont des immeubles. 
(3) On va montrer (4.7) qu’il existe une constante k (dependant de I, g, t et d) 
telle que: d(x, Ii) 5 k.d(x, (ta)x). 
Pour cela on essaye de minorer d(x, (ta)x) en fonction de d(x, Zz). 
L’inegalite inverse est Claire: d(x, (ta)x) 5 2d(x, Ii) + E. 
(4) On note S+ et 6- les deux directions de demi-droites determinees par d. 
Proposition 4.3. Pour x duns Z on note x0 lepoint de Zd leplusproche de x. 
(a) IZ existe une constante E ~]0,7r/2] telle que si x n’est pas dans Zd alors: 
7r Ii- 
([x0,x),6+) 2-+E et ([x0,x),6 ) Z---t& 
2 2 
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(b) Supposons t non triviale ie & # 0, alorspour x dans Z on a: 
d(x, t(x)) > E + 2d(x, xg) sin2 E 
Remarques. (1) La constante E ne depend pas de X, mais seulement de la geo- 
metric de Z et de la position de la direction de droite d dans cette geometric. 
(2) Cette proposition r&out le probleme 4.2.3 dans le cas ou 0 est l’identitt. 
(3) D’apres cette proposition E est le minimum de distance de x a tx pour x 
dans Z et ce minimum est atteint uniquement pour les points de Id. 
DPmonstration: (a) Considerons la droite D de direction d et contenant x0; 
notons A une demi-droite de D d’origine x et de direction S( = 6+ ou 6-). Si y 
est un point different de xg de A, on a egalitb des angles ([x0, x), 6) et 
([x0,x), [xo,y)). Mais tome facette F contenant [xo,y) dans son adherence est 
dans Zd (3.8.2) done pour z dans F, z # x0, on a ([x0,x), [XO, z)) L 7r/2 (2.1.~). Le 
resultat en decoule en notant E le plus petit des angles ([x0, y), [x0, u)) pour u 
dans une facette ne contenant pas [x0, y) dans son adherence. L’angle E est > 0 
car dans Z(XO) on sait que la reunion des facettes contenant un point dans son 
adherence est un voisinage de ce point. 
(b) On peut trouver une subdivision x0, xi,. . . ,x, = x de [x0, X] telle que 
pour 0 6 i < n - 1 (xi, xi+ i] et [txi, txi+ 11 soient dans un meme appartement Ai. 
D’apres 1.12 la somme des angles ([Xi, txi), [Xi,Xi+l)) et ([tXi,Xi), [txi, tXi+l)) 
est au moins T + 2~. On en dtduit done dans l’appartement Ai (en se ramen- 
ant a un calcul dans un plan euclidien) que d(xi+ 1, txi+l) 2 d(xi, txi)+ 
2d(xi, xi+ 1) sin2 E; d’od le resultat. 
Proposition 4.4. Supposons x E Zd. Si 6 > 0 est I’angie de 2.3 relatlj-2 Zd et u, on a. 
d(x, (ta)x)2 L E2 + 4d(x, Ii)’ sin2($ 
Remarques. (1) Cette proposition r&out le probltme 4.2.3 dans le cas ou 
Z = Zd, 
(2) Si test l’identite ceci se reduit a 2.3. 
Dkmonstration: Soit x0 le point de Z; le plus proche de x. On note DO, D et D’ les 
droites de direction d passant par x0, x et ox. D’aprts 2.3~ on a d(x, gx) = 
d(tx, (ta)x) 2 2d( x,x0) sin e/2. De plus d(x, tx) = d(ox, (ta)x) = d(xo, txo) = E. 
11 suffit done de montrer que le parallelogramme {x, gx, tax, tx} qui est contenu 
dans un appartement est en fait un rectangle. 
11 existe une subdivision x0, xi,. . . ,x, = cx de [x0, ax] et des appartements 
Ao, Al,. . . , A,_ 1 tels que Ai contienne D et [xi, Xi+ I]. On note Di la droite de 
direction d passant par xi qui est done contenue dans Ai et Ai_ 1. Comme x0 est 
le point de DO c Zi le plus proche de x ou de ox, [x0, x] et [x0, gx] sont perpen- 
diculaires a DO c’est a dire a d. En raisonnant successivement dans les appar- 
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tements Ao, Al, . , A, _ 1 on en deduit que [x, xi], [x,x1], . . . , [x, x,,] = [x, (TX] 
sont perpendiculaires a d; d’ou le rtsultat. 
4.5 Le rCsultat d’Anne Parreau: [P] 
Si g est une isometric d’un immeuble affine I (au sens discret de 1.3 par ex- 
emple), on note E(g) = inf{d(y, gy)/y E I} et on definit Min(g) comme l’en- 
semble des x dans I tels que d(x, gx) = I(g). 
Si l’immeuble I est essentiel (mais verifie des axiomes moins contra&rants 
que ceux de 3.2 et 3.3) Anne Parreau montre qu’il existe une constante k > 0, ne 
dependant que de la geometric de I, c’est a dire que du groupe W et de la dis- 
tance d, telle que: 
pour tout x dans Z d(x, Min(g)) < k.(l(g) + d(x, gx)) 5 2k.d(x, gx). 
Proposition 4.6. Sous les hypoth&es de 4.2, on a Min(ta) = I(:. 
Dt!monstration: Le cas & = 0 est clair; supposons done & # 0. L’isomttrie ta 
translate les droites de direction d dans Zi et la reunion des geodesiques paral- 
leles i ces droites est Id; la proposition est done une consequence facile du 
thtoreme 11.6.8 de [BH]. On peut aussi en donner une demonstration directe 
avec les arguments de 4.3. 
Corollaire 4.7. Sous les hypothtses de 4.2, il existe une constante k > 0 ne d& 
pendant que de la giomgtrie de Z (et de t, a si I’immeuble est inessentiel) telle que: 
d(x, Zj’) < k.d(x, tox) pour tout x dans Z 
Dgmonstration: Par le choix d’une origine 0 dans Ii, on decompose l’immeuble 
Z en produit orthogonal d’un immeuble essentiel Z, et d’un espace vectoriel eu- 
clidien Fo. Les actions de t et de CT sur Z sont les produits d’actions sur Z, et Fo. 
On se ram&e done a traiter separement le cas d’un immeuble essentiel (grace a 
la proposition 4.6 et au resultat d’Anne Parreau) et le cas trivial d’un espace 
euclidien (facile et aussi consequence de 4.4). 
Remarque 4.8. Au vu de 4.3 et 4.4, la meilleure intgalite que l’on puisse esperer 
est: 
d(x, (ta)x) > tlEf_ 
pour une constante c > 0 d&pendant uniquement de la giometrie de Z (et de t, CT 
dans le cas inessentiel). 
Mais seuls quelques cas particuliers ont pu itre prouves. 
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